Chapitre 12 - Correction des exercices 1

Exercice 1:

1.

5 1 1
x5—m_$ (1—;4) — 3 1—574
21 2(1_ L1y _ 1"
=1 22(1—- ) 11— 1
. . . . . -
Or, lim — = lim — = 0. Par somme puis quotient, lim =1
T—+00 I T—+o00 I r—+o00 ] — =
€T
5
. . ) -z
lim 3 = 4+o00. Par produit, lim 3 = +o00.
T—-+00 z—4oo x4 — 1

11 s’agit d’une forme indéterminée +o0o0 — (+00) ot les deux termes tendent vers +o0o avec la méme vitesse.
Aucune mise en facteur ne conviendra. On multiplie par la partie conjuguée.

Vitr+yVr—1 (x+1)—(x—1) 2
Vitr—Ve—1=V1+z—Vr—1x = = .
Vitr+vVr—-1 Vi+z+vVe—-1 Vi+zxz+Vzx—-1
Or, lim 1+ x+ vz —1= +4o0. Par quotient, lim (v/1+z—+z—1)=0.

T—r+00 T—>+00

. On applique la méme méthode.

Vite—vVi-z  (I+z)—(1-2) 2
x (V1 +r+Vi—x) Vitz+VI—z
Or, lin(l)(\/1+x+\/1—x):2. Par quotient, lirr%)(\/l—i—x—\/l—a:):l.
T— T—

On utilise I"écriture sous forme exponentielle : Vo € R, 2% = e” In(z)

lim zIn(x) =0 et e = 1. Par composition, lim 2% = 1.

z—07F z—07F
in(2 2 in(2 in(X in(2
sm5($:r) = X sm2($:c)‘ Or, )l(i£>n0 sm)(() = 1. Donc, par composition, ig% 81112(:635) =1.
in(2 2
Par produit, lim sin(2z) =—.
x—0 5% )
On va utiliser un encadrement de sin. Vx >0, 0 < |sin(z)| <1 =0 < zsin(z) < -
x?+1 2 +1

= 0. Par encadrement, lim vsin(z) = 0.

Or, lim A e

z—+oo 22 4+ 1

On encadre de nouveau. Vz € R, 0 < |cos(5z)] < 1= 0 < |cos(bx)e 3| < e 37,
Or, lim e 3% = (. Par encadrement, lim cos(5x)e™3% = 0.

T—+00 T—+00
VieR, z— 1<z —sin(z) = e < e 50(*) par croissance sur R de la fonction exponentielle.

Or, lim e* ! = +o00. Par minoration, lim e*"®) = 4o
T—+00 T—+00

Exercice 2: Notons £ la limite de f : EIE f(z) = £. Notons T une période de f.
Soit x € R. Vn € N, f(z +nT) = f(z). Donc, EIE f(z+nT) = f(z) (suite constante).

D’autre part, lim (x +nT) = +oo donc puisque f admet une limite en +o0o : lim f(x 4+ nT)="¢
n—+00 n——+00

Par unicité de la limite, f(x) = £ et la fonction f est constante sur R.

Exercice 3: Limites et parties entiéres

1.

On va utiliser la caractérisation de la partie entiere : Vz € R, x — 1 < |z < x.
Pour = > 0, cela donne z(z — 1) < z |z] < 2. Or, 1irl1 z(z —1) = 4o0.
T—r+00

Par minoration, lim z |z| = +oo0.
r—+00

Pour z < 0, cela donne x(x — 1) > x |z| > z%. Or, lim 2% = +oco.

T—r—00

m z|z|] = +oc.

Par minoration, li
Tr——00
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1 1 1 1
2. VzeRY, ——1< {J <:>1—x<x{J <1.Or, liml—z=1.
x x x T z—0

1
Par encadrement, lim x {J =1
z—0 X
1

1 1
Soitx>1.0<—<1=> {J = 0. Dong, la fonction f est nulle sur |1;+oo[. D’ou, lim x {J =0.
Z T T—>+00

I nous reste & faire I'étude sur ]0,1]. On étudie les valeurs prises par |1 | pour = €]0, 1].
Soit k € N*.

1 1 1
vz €]0, 1], L"J:k — k< —<k+1l = E>x>7

Par conséquent, pour tout x € } k%rl; ﬂ f(x) =kx

Exercice 4: Limites et fonction sinus

1. Nous allons proposer deux familles de points (2, )nen €t (Yn)nen qui tendent vers +oo et telles que (sin(zy,))nen
et (sin(yn))nen ne tendent pas vers la méme limite.

Prenons Vn € N, x,, = 27n et y, = g + 27n. Alors Vn € N, sin(z,,) = 0 et sin(y,) = 1.

Or, si la fonction sinus admet une limite en +o0o, les deux suites (sin(zy))nen et (sin(yn))nen devraient
tendre vers cette limite. Donc, sinus n’admet pas de limite en 4o0.

1

2. On fait de méme en prenant les suites définies par Vn € N, x, = — et y, = T o
b ™™

2mn

3. Il faut montrer que la fonction f a une limite finie en 0. On prendra cette valeur pour définir le prolongement.

. (1 . (1
sin ()' < 1= |zsin ()' < |zl.
x x

1
Par encadrement, lin%) x sin <> = 0 et f peut étre prolongée par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
xr— x

Vo € R*,
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Exercice 5:

1

1. Par opération sur les limites ( composée et quotient), lim+ m =0.
z—0 =
x

Or, g(0) = 0 donc g est continue en 0.
1

2. Pour tracer le graphe de g, on étudie les valeurs prises par LEJ pour z €]0, 1].

Soit k € N*,
1 1 1 1
Vr€]0,1], |-| =k <= k< —-<k+1l = —Z2> ——
T T k k+1
Par conséquent, pour tout x € } k%rl; ﬂ ,g(x) = %
Exercice 6:
1. On introduit les deux suites suivantes:
1 n-+ 2 1 n
Vn € N, =1 = ty, =1— —— =
" n +n—i—l n—l—leyn n+1 n+1

Ona lim z,=1et lim y, =1. Pourtant, lim f(z,)=1et lim f(y,) =0. Donc, f n’admet pas

n—-+00 n—-+00 n—-+o0o n—-+o0o
de limite en 1 et donc n’est pas continue en 1.

2. La fonction partie entieére est continue sur R\Z. Par produit et somme, la fonction g est continue sur R\Z.
Soit p € Z. La fonction partie entiére est continue & droite en p donc la fonction g est continue & droite en

p. 1l reste a étudier la limite & gauche.

. 1
Soit = € [p—Q;p[. g(m):p—1+(x—p+1)2$—_>]>?p.

Or, g(p) = p donc g est continue a gauche en p. Finalement, la fonction g est continue sur R.

3. On va utiliser I’écriture exponentielle de la fonction h.

exp(|z] In(x))

Vx € [1;+o0l, h(z) = exp(zIn([z]))

Les fonctions In, exp et partie entiére sont continues sur R\Z donc la fonction h est continue sur [1; +o0o[\Z.
Les fonctions In, exp et partie entiére sont continues a droite donc la fonction A est continue a droite.

Soit p € [2;+o0[. h(p) = 1.
- 1)1 -1
Par opération sur les limites, lim h(z) = exp((p— 1) In(p)) = P’ .
rp exp(pln(p—1))  (p—1)?
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-1
P =1 =

h est continue en p <& —— =
(p—1)P p p—1

In(z)

x

Or, la fonction x +—

est une bijection sur [e; +oo[. Donc, la fonction h n’est pas continue en p.

Exercice 7:

1. On va le démontrer par récurrence en posant P(n) "V € R, f(x) = f (%) J
Initialisation: Soit =z € R. f(z) = f (%) =flx)=f (%) = f(z). La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité: Supposons qu’il existe un rang n tel que P(n) soit vraie.
Soit z € R. f (%) =f (En) =f (g) par hypothese dé récurrence appliquée a g
Or, f (g) =f <2 X g) = f(z) par hypothese sur f donc on a bien f (%) = f(x).

T
2. Soit x € R. On s’intéresse a la suite (f <27>)neN- Cette suite est une suite constante égale a f(z) par la
question précédente.
De plus, nll)l}_loo on = 0 et la fonction f est continue en 0. Donc, nglfoof <2—n> = f(0).

Par unicité de la limite, f(x) = f(0). Ceci est vrai pour tous les réels donc la fonction f est constante sur

R.

Exercice 8:

1. On va appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires a la fonction définie sur [a, b] par
g:xz— f(x)—=x.
Cette fonction est continue sur [a,b] comme somme de fonctions continues.
g(a) = f(a) —a. Or, f est a valeurs dans [a,b] donc f(a) > a donc g(a) = 0.
g(b) = f(b) = b. Or, f est a valeurs dans [a,b] donc f(b) < b donc g(b) < 0.
On a donc g(b) < 0 < g(a). Par le théoreme des valeurs intermédiaires, : Jec € [a,b], g(c) = 0 i.e.
Jde € [a,b], f(c)=c.

2. On étudie de nouveau la fonction g.
Supposons que ¢ ne s’annule pas sur R. Par continuité, elle est de signe constant. Supposons g > 0.

Ve eR, g(z) >0= f(z) >z = EIE f(z) =400

C’est absurde puisque f est décroissante sur R. Donc 3c € R, f(c) =c.
On va montrer que g est strictement décroissante sur R.

V(z,y) eR*z <y = g(x) —g(y) = f(x) —x — f(y) +y = f(x) —fyty—z>0
>0 >0

Donc la fonction g est strictement décroissante sur R. Donc, elle est injective et 0 admet donc un unique
antécédent : Ilc € R, f(c) =c.

Exercice 9: On a l'intuition de ce qui se passe : la fonction passe de valeurs proches de 1 & des valeurs proches
de —1 tout en étant continue. Elle croise donc I'axe des abscisses.

lim f(x)=1:Ve>0,34<0, V2R, 2 < A= |f(r) - 1|<e=1-e< flz) <1+e
1

1
Enprenantszi, JA <0, Vx € R, ngéigf(m).
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Chapitre 12 - Correction des exercices 5

lim f(z)=-1:Ve>0,3dB>0,VzeR, 2 >B=|f(x)+1|<e=—-1—-e< f(z) < —1+e.

T—+00
-1

1
Enprenant5:§, dB>0,VzeR, x > B= f(x) < 5

-1 1
On a donc f(B) < 5 et f(A) > 3 Or f est continue, par le théoreme des valeurs intermédiaires, Jc € [A; B] tel

que f(c) = 0. Donc f s’annule sur [A; B], donc sur R.

Exercice 10: Notons T une période de f.
La fonction f est continue sur le segment [0, 7] donc elle y est bornée : IM € R, Vx € [0,T], |f(x)| < M.

Soit € R. En posant n = |7 |,onan< F<n+l=nT<z<n+1)T=0<z-nT <T.
Or, f(z) = f(z —nT) par périodicité de f. Donc, |f(z)| = |f(z —nT)| < M car x —nT € [0,T].

On a montré : IM € R, Vz € R, |f(z)| < M. Donc, f est bornée sur R.

Exercice 11: li}r_n f(z)=4+00:VM >0, JA<0, Vz eR, 2 < A= f(z) > M.
lim f(z)=+00:VN >0,3B>0, VxR, 2> B = f(z) > N.

T—>+00

Prenons M = N = f(0) + 1. Vz €] — o0; A] U [B; +o0[, f(z) = f(0) + 1.

On va étudier f sur [A; B]. La fonction f est continue sur ce segment donc la fonction f est bornée sur [4; B] et
y atteint ses bornes : 3(C, D) € [A, B]? tels que f([4; B]) = [f(C), f(D)].
Vo € [A; B], f(x) = f(C). De plus, 0 € [4; B] donc f(0) > f(C).

En résumé : Vo €] —oo; AJU [B; +o0, f(z) = f(0)+ 1> f(C) et Vx € [A; B], f(z) > f(C) donc Vz € R, f(x) >
f(C).

La fonction f admet un minimum global en C.

Exercice 12:

1. Soit = € R.
Si f(x) = g(x) alors 5 (f(2) + g(x) + [ f(z) — g(2)|) = 5 (f(z) + g(z) + f(z) = g(x)) = f(2).
Si f(z) < g(x) alors 5 (f(z) + g(x) + | f( b
On a donc bien I’égalité souhaitée.

&
|
Q
—
8
~—
=
I

2. La fonction f — g est continue sur R comme combinaison linéaire de fonctions continues.
La fonction valeur absolue est continue sur R donc la fonction |f — g| est continue sur R comme composée
de fonctions continues sur R.
Enfin, la fonction sup(f,g) est continue sur R comme somme de fonctions continues sur R.

Exercice 13:

1. Soit @ € I. On va repasser par la définition avec les quantificateurs de la continuité en a.
€
Soit € > 0. Notons n = z > (. On a alors

Veel, lv—al<n=|[f(z) - flo)| <k|z—a|<e
Dong, on a bien que f est continue en a, donc sur I.
2. Soit f: Ry — Ry une fonction k-lipschitzienne avec k €]0, 1][.

(a) Existence :
On va appliquer le théoreme des valeurs intermédiaires. Soit g :  — f(z) — x.
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Chapitre 12 - Correction des exercices 6

e La fonction f est positive donc ¢g(0) > 0.
e Si on applique la définition de lipschiztienne avec y = 0, on obtient

Par comparaison, lirf g(x) = —o0.
T—r+00
Donc, 3A > 0 tel que g(A) < 0. Par le TVI, il existe ¢ € [0; A] tel que g(c) =0, i.e. f(c) =c.

Unicité : On suppose qu’il existe deux points fixes ¢ et co. On applique la définition de lipschiztienne
avec T = c1 et y = co, on obtient

|f(e1) = flea)| < kler — c2
‘Cl — 62‘ < kZ|Cl — CQ|

Or, k < 1 donc ¢; = ¢g, d’ou 'unicité du point fixe.

(b) Toujours par la définition de lipschitzienne, on obtient
Vn €N, |un —cf = [f(un—1) = f(O)] <klun—1 —c| < ... <E"fug —¢|

Or, k € [0;1] donc lim k"™ =0 Finalement, lim |u, —c¢/=0donc lim wu, =-c.
n—+00 n—+00 n—-+00

Exercice 14:

1. Analyse : Soit f € € (R,R) telle que Vz € R, f(z)? = f(z) douVz € R, f(z) =0 ou f(x) = 1.
Par conséquent f(R) est inclus dans {0,1}. Or f est continue, donc I'image d’un intervalle est un intervalle.
Par conséquent, f(R) = {0} ou f(R) = {0} i.e. f est constante & 0 ou 1.
Synthese : les fonctions constantes a 0 et 1 sont bien solutions du probléeme.

2. Analyse : Soit f € €(R,R) telle que Vx € R, f(2z) + f(x) = 0. En prenant z = 0, on trouve f(0) = 0.
x

47 .

On passe ensuite a la limite et la continuité de f nous permet d’obtenir f(x) = f(0) = 0.

Synthese : la fonction constante a 0 est solution du probléme posé.

On peut ensuite montrer par récurrence immédiate que Vo € R, Vn € N, f(z) = f

Exercice 15:
1. On va montrer que la fonction f est une fonction continue et strictement monotone sur ]0; 1[.

(a) Continuité: La fonction f est la somme de deux fonctions continue sur ]0;1] comme quotient de
fonctions continues avec un dénominateur qui ne s’annule pas.

. . ‘ . , —222 422 —1
(b) Stricte monotonie: La fonction f est dérivable sur |0;1[ et Vx €]0;1[, f'(z) = T(a(z—1)?
x(x —

Ce trinéme n’a pas de racines réelles donc la fonction f est strictement décroissante sur ]0; 1.

La fonction f est donc une bijection sur |0; 1] a valeurs dans f(]0;1[) =] lim f(x); lim+ f(z)] =] —o0; 00|
T—1— z—0
L’expression de f~! est dure & déterminer.

2. On n’a pas besoin de I'expression de f~! pour déterminer la limite, seulement de la continuité de f~'. Or,
la fonction f est continue sur ]0; 1] donc la bijection réciproque f~! est continue sur R.

H. Bringuier PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac 2023/2024



Chapitre 12 - Correction des exercices 7

1
En particulier, 1ir% f~Yy) = f71(0). Par composition de limite, lim f~1 <> = f710).
Yy—

n——+00 2n
On résout ’équation f(z) = 0 d’inconnue = €]0; 1].

11 20 — 1 1
f@)=0s -+ —— =06~ —0or=—-
Xz

x—1 z(x—1) 2
Udlhmtf1<l>:1.

n—-+o0o
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